OLIMPIADA REPUBLICANA LA INFORMATICA, 2022 Aborddri pragmatice in solutionarea problemelor

OLIMPIADA REPUBLICANA LA INFORMATICA
EDITIA XXXIII

13 MARTIE 2022

Abordari pragmatice in solutionarea problemelor

Cifre Romane

Problema poate fi divizatd in mai multe sub probleme. Thainte de a sorta numerele, ele ar trebui s3 fie
transformate intr-o reprezentare zecimald, deci numerele ce se citesc de la stdin trebuie sa fie transformate
din reprezentarea romana in zecimala. Dupa aceasta trebuie de sortat tabloul de numere transformat, aici
conteaza foarte mult algoritmul de sortare ales, intr-o varianta de problema se poate folosi algoritmul
quicksort. Tn urma unei sortari, elementele ar trebui si fie afisate la ecran sub format roman, deci vom avea
nevoie de un algoritm de transformare a reprezentarii zecimale in roman.

Totusi, cel mai mult dureaza sortarea, din acest motiv conteaza foarte mult complexitatea algoritmului de
sortare ales, dar nu putem ignora si algoritmii de transformare a reprezentarii numerelor.

Fractii egiptene

Descompunerea fractiilor ar putea avea loc si in mod iterativ pornind de la numaratorul 2 si tot asa mai departe,
dar aceastd metodd va fi mai lentd si nu mereu va fi precisd. in acest caz poate fi algoritmul propus mai jos.
Vom nota numaratorul prin nr, iar numitorul prin dr.

Pas 1 —daca nr sau dr este 0, atunci stop.

Pas 2 —daca nr >= dr, atunci afisdm partea intreagd, adicd nr div dr, o extragem din fractia noastra si
revenim la pasul 1.

Pas 3 - daca dr mod nr va fi egal cu 0, atunci urmatoarea fractie din sirul nostru va avea numitorul egal cu
dr div nr, in caz contrar fractia va avea numitorul egal cu dr div nr + 1.Vom pastra acest rezultat
intr-o variabila aux si afisam 1/aux.

Pas 4 — calculam noul nr sidr.

nr = nr * aux - dr;
dr = dr * aux;

Revenim la pasul 1
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Virusul

Problema data ar putea fi ganditd intr-o manierd putin diferita. Tnainte de a afla care portiuni ar putea fi
infectate, am putea sa aflam care portiuni NU ar putea fi infectate. Din explicatie am observat ca doar regiunile
inconjurate din toate 4 parti ar putea fi infectate, deci logic, regiunile aflate la marginile hartii nu ar putea fi
infectate. Prin urmare ar putea fi pornit un algoritm de propagare a undei de la celulele neinfectate de virus
(marcate cu 0) aflate la aceste margini.

Acest algoritm de propagare, va marca celulele ce nu sunt predispuse infectarii, pentru aceasta se poate utiliza
valoarea 2. Dupa ce recursiv au fost marcate aceste celule cu 2, celulele ramase cu 0 ar fi predispuse la
infectare, deoarece unda de marcare a celulelor ,sdnatoase” nu le-a atins. in urma acestor marcéri, zonele cu
0 vor fi transformate in 1, iar zonele cu 2 vor fi transformate in 0. Astfel obtinem harta finala.

Exemplu pe etape a algoritmului

00111 2 2| 22111 0 O

10101 1@ 101 12101 1111

10101 1@ 101 12101 1111

11011 11811 11211 1111
Stiri false

Rezolvarea problemei se bazeaza pe construirea lanturilor de rationamente pornind de la presupunerea ca un
autor este onest. Fie cd primul autor este onest, deci toate afirmatiile lui sunt juste. intr-un vector sunt notate
persoanele care sunt oneste si care mint din perspectiva acestuia. Se va folosi o notatie, de exemplu, daca
persoana i minte in vector pe pozitia i se va scrie 0, iar daci este onest se va scrie 1. In conditia c3 primul autor
este onest se analizeaza afirmatiile celui de-al doilea autor. Se vor cauta contradictiile:

- Primul autor afirma ca un careva autor i minte, iar al doilea autor spune ca autorul i este onest;
- Primul autor afirma ca autorul i este onest, iar al doilea autor afirma ca autorul i minte.

Daca a fost depistata una din contradictiile enumerate si avand in vedere ca am presupus ca primul autor este
onest, rezulta ca al doilea autor minte si afirmatiile lui sunt ignorate. Daca afirmatia celui de-al doilea autor nu
contrazice afirmatiile primului autor, atunci afirmatia se adauga la vector (daca este o afirmatie despre un nou
autor despre care primul autor nu s-a expus). Se vor analiza afirmatiile tuturor celorlalti autori. La fiecare etapa
se vor identifica persoanele care sunt oneste sau care mint. Dupa ce au fost analizate toate afirmatiile sunt
numdrati autorii onesti in conditia ca primul autor este onest. Se va tine cont cad autorii despre care nu se
afirma ca mint sunt si ei onesti.

Se vor construi astfel de rationamente pentru toti autorii, dupa care se va determina numarul maxim posibil
de persoane oneste.
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Exemplu
Intrare Matrice Vector Iesire
intermediara
4 2101 1101 3
2 2 4 2 221
13 2 2 2 2
14 2202
0
0
0
0
13
Explicatii

Datele din fisierul de intrare sunt inscrise intr-o matrice. Pe prima linie a matricei vor fi afirmatiile primului
autor. Daca primul autor afirma ca autorul 2 si 4 sunt onesti deci se vor completa cu 1, iar autorul 3 minte deci
pozitia 3 se va completa cu 0. Daca nu se cunoaste se va completa cu 2. Deci prima linie a matricei va contine:
210 1. Presupunem ca primul autor este onest. La prima iteratie vectorul care contine statutul fiecarui autor
va fi: 110 1. Pe prima pozitie este unul pentru ca am presupus ca primul autor este onest, restul pozitiilor sunt
preluate din matrice. Se poate observa ca celelalte afirmatii ale autorilor 2, 3 si 4 nu contrazic afirmatia noastra.
Deci dupa analiza tuturor afirmatiilor determinam numarul de autori onesti posibile in conditia ca primul autor
este onest. In vector avem trei unititi, deci numa&rul de autori onesti este 3.

Comoara

Problema data ar putea fi rezolvata printr-o cautare in adancime. Dar nu vom folosi o cautare recursiva simpla.
Abordarea simpla ar recalcula de foarte multe ori careva valori, dar noi vom mai folosi un tablou aditional care
va salva calculele facute anterior, ceea ce ne duce la ideea programarii dinamice. Spre exemplu pentru
matricea data:

14 Rezultatul ar fi 3 - calea: 1, 2 ,4
1 2

Vom mai avea inca o matrice bidimensionala care va stoca calea maxima ce poate fi parcursa dintr-un oarecare
punct. La inceput initializam toata matricea aditionala cu 0. Elementele care sunt notate cu O reflecta ca calea
maxima pentru acel element nu a fost calculata.

00
00

Putem porni o cautare in adancime din fiecare celula a tabloului si sa gasim maximul. Nu conteaza punctul de
start, dar vom incepe din [0, 0] si recursiv vom cauta calea maxima salvand si rezultatele intermediare. Ne vom
deplasa recursiv in directiile: jos, sus, dreapta, stanga. La parcurgere trebuie sa ducem cont daca nu cumva
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iesim dupa limitele tabloului si desigur dacd celula pe care o vizitam ar respecta constrangerea unui sir
crescator.

Din [0, 0] in jos nu ne putem deplasa deoarece nu vom avea sir crescator, in sus nu ne putem deplasa deoarece
iesim dupa limite, in dreapta ne putem deplasa, prin urmare calea maxima va fi egalad cu 1 + lungimea maxima
a caii din dreapta. Pornim recursiv cautarea din [0, 1] unde aflam ca nu ne putem deplasa in oricare alt punct.
Deci, sirul maxim din [0, 1] va avea lungimea 1, respectiv pentru [0, 0] avem 1 + 1, adica 2. Matricea aditionala
la aceasta etapa arata astfel:

2 1

00

Iteram prin urmatoarele celule, dupa [0, 0] ar urma [0, 1], dar valoarea pentru [0, 1] a fost deja calculata, asa
ca vom trece la urmatoarea celuld, adica [1,1]. Din [1,1] pornim cautarea recursiva care va rezulta in tabloul
urmator.

21

3 2

Dupa ce toate elementele au fost vizitate sau sunt diferite de 0, gasim valoarea maxima din tablou, asta si va
fi solutia.

Recursie

Definitie: Sirul s este un anti-palindrom daca citit invers obtinem sirul s.

Sa presupunem cd pentru i21, sirul s; este un palindrom. Din moment ce si=s;.15i.1, putem observa ca si.; este un
anti-palindrom. Asemanator putem observa ca daca s;este un anti-palindrom, atunci s; este un palindrom.
Astfel putem observa ca daca sp este un palindrom atunci s;va fi un palindrom pentru orice i par, iar daca so
este un anti-palindrom atunci s;va fi un palindrom pentru orice i impar. Daca sp nu este nici palindrom, nici
anti-palindrom, atunci s;nu va fi un palindrom niciodata.

Vulcan

Solutia pentru problema Vulcan se poate baza pe algoritmul de propagare a unei (a vedea algoritmul Lee). O
detaliere se poate regasi la problema Muzeu.

Sir frumos

Putem observa ca daca sirul (a;) este frumos, atunci pentru orice i>1, a;— ai.1=b, o valoare constanta. Astfel,
daca transformam sirul initial (a;) in sirul de diferente ale elementelor adiacente (d)), unde d; = a;— ai.;, problema
se reduce la a afla numarul minim de operatii pentru a obtine un sir constant. n sirul de diferente, o operatie
de tip (1) cu indicele p este echivalentd cu operatia dp+1¢ dp+1 — 1, iar o operatie de tip (2) cu indicele p este
echivalentd cu operatia dp.1€é dp+1 + 1. Astfel, daca valoarea finala in sir va fi b, numarul de operatii necesare
va fi:

|d, — bl +|d3 — b| + -+ |d,, — b
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Putem ncerca orice valoare posibila pentru b, solutie O(n/a;/) ce ia 30 puncte. Dacad observam ca e necesar sa
testam doar valorile b = d; pentru fiecare i, obtinem o solutie O(n?), care ia 50 puncte. Observatia finald e ca
valoarea b optima va fi mediana sirului, care o putem calcula in O(n), obtinand solutia finala.

Bilete

Categoria de teste 1

Aplicdm metoda fortei brute. Tn acest scop folosim 6 cicluri imbricate si analizim cele b® numere posibile de
bilete. Evident, complexitatea unui astfel de algoritm va fi O(b®°).

Categoriile de teste 1 si 2

Se observa ca dacd sunt as moduri de a alege 3 numere cu suma s, atunci sunt as* bilete norocoase cu aceast
suma, deoarece cele doua jumatati ale numerelor de pe bilete sunt independente una de alta. Astfel, este
suficient sa numaram doar numarul de moduri pentru fiecare suma posibila (intre 0 si 3b-3), iar apoi sd adunam
patratele rezultatelor. Putem usor gasi as iterdnd prin toate cele b® jumatati de numere posibile de bilete.
Complexitate unui astfel de algoritm este O(b3).

Categoriile de teste 1, 2 si 3
Optimizam modul in care se calculeaza as folosind programarea dinamica.

Fie dp;; numarul de moduri de a forma suma j folosind i numere. Astfel a; = dpss. Cand alegem al i-lea numar,
putem alege orice numar intre 0 si b-1. Astfel obtinem relatia

dpij = dpi1; + dpizja+ dpisj2+ ... + dPigjber.

Tmpreund cu relatiile dpoo = 1, dpo; = 0 pentru orice j # 0, dp;; = 0 pentru orice j < 0, putem usor gisi toate
valorile cdutate.

Complexitate unui astfel de algoritm este O(b?).
Categoriile de teste 1, 2, 3 si 4

Observam ca in relatia de recurenta, avem o suma consecutiva de b valori, pe care noi o calculam la fiecare
parcurgere. Putem exclude acest calcul prin implementarea tehnicii “suma prefixelor”.

Fie Sij= dp,‘,o + dp,;l +..+ dp,;j. Atunci dp,;j = Si-1,j = Si-1,j-b, iar Sij=Sij1t dp,;j.

Astfel, putem calcula eficient toate aceste valori. Deoarece acum in formule apare scaderea, pentru a nu obtine
valori negative, trebuie sa fim atenti atunci cand lucram cu operatorul mod.

Complexitate acestui algoritm este O(b).
Arbore

Pentru prima restrictiede N, A, B < 100, problema se rezolva printr-o simpla cautare liniara a inaltimii
minime si construirea unui arbore binar cu numar maxim de noduri cu inaltimea fixata. Complexitatea acestei
solutii este O (N * H), unde H este inaltimea minima a arborelui.

PentrurestrictiaN < 100 000, algoritmul poate fi imbunatatit prin printr-o cautare binara a tnaltimii minime
si construirea arborelui ca in solutia precedentd. Complexitatea este O (N * log H).

Pentru restrictia N < 1 000 000, problema se rezolva prin programarea dinamica D[i] = Tnaltimea
minima a unui arbore binar care are i noduri. Recurentaeste D[i] = min(max (A + D[j], B + DI[i

5
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- j - 11), 0 £ J < 1i).Complexitatea este O (N),iarpentrur, B < 10 000,D[i] = numarul
maxim de noduri pe care il poate contine un arbore cu inaltime i. RecurentavafiD[i] = 1 + D[i — A]
+ D[i — B].Aceasta solutie are complexitate O (H) .

Solutia optima presupune o aboradare diferita: Tn primul rand, se aplicd ciutarea binara la ciutare inaltimii
arborelui, apoi se numara toate nodurile care au pe drumul pana la radacina x muchii de lungime A si y muchii
de lungime B (adancimea acestor noduri find x * A + y * B).Raspunsul la aceasta intrebare este C (x +
y, x) = C(x + vy, y).Astfel, numarul maxim de noduri pe care il poate contine un arbore cu indltime
Hestesum(C(x + vy, xX), x * A + y * B < H).Putem presupune fara a pierde din generalitatea
solutieica A < B.Vom fixa y numarul de muchii de lungime B, iar numarul maxim de muchii de lungime A va
fix = (H - y * B) / A.Astfel, numarul nodurilor situate la adancime cel mult H care au exact y muchii
de lungime B pe drumul pana la radacinavafisum(C(i + y, 1), 0 £ 1 £ x) =C(x + vy + 1,
y + 1).Este suficient sa observdam ca pentruoricen > 100sik > 5,avemC(n, k) > 1 000 000
000, deci sumele descrise mai sus vor contine un numar foarte mic de termeni mai mici decat N.

Muzeu

Sa ne inchipuim o suprafata plana, divizatd in patrate cu latura de o unitate. Pe unele patrate sunt
puse cuburi, si ele cu latura unitara:

Pe unul din patrate se toarna vopsea. Pata de vopsea are proprietatea de a se extinde in directiile
posibile (Nord, Sud, Est, West) cu viteza de un patrat unitar pe secundd. Mai mult, datorita proprietatilor
sale speciale, vopseaua nu trece din patrat in patrat decat pe laturi vecine!
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Pentru a modela mai
simplu ce se intampl3,
vom trece la un model
bidimensional:

Observam, ca dupa
fiecare secunda "pata” se
extinde, ocupand
patratelele vecine fata de
cele deja ocupate, exact
ca in situatiile reale (cu
exceptia formei petei).
Daca inscriem in fiecare
patrat valoarea timpului
trecut pana la colorarea

lui, observam
urmadtoarea legitate:

= Pdtratul din care incepe extinderea petei de culoare are valoarea 1 — el e colorat primul.

= Pdtratele vecine cu el dupad o laturd se coloreazd in secunda urmatoare (a doua) si capata
indicatorul 2

= Pdtratele necolorate care au o laturd vecina cu un patrat colorat in secunda 1, vor fi colorate
in secunda i+1!

= Sida, obstacolele raman necolorate — ele sunt mai inalte decat nivelul vopselei!

Continuand procesul de “colorare” vom ajunge intr-un moment dat la situatia cand
toatd suprafata initiala va fi “coloratd”. Valoarea inscrisa in fiecare celula va
corespunde timpului minimal necesar pentru ca unda sa acopere acea celula.
Respectiv, in cazul paznicilor care se misca conform conditiilor indicate in enunt
valoarea inscrisa in fiecare celuld va corespunde timpului minimal necesar pentru
ca paznicul sa ajungd in sala respectiva -1, (de ce?).

Valoarea maximala care va apare pe harta corespunde sélii de expozitie, accesul
paznicilor pana la care dureaza cel mai mult! — prin urmare este tocmai sala de
care are nevoie Micky.

Mai multi paznici? — mai multe unde lansate concomitent! | \
W\

-
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Prin urmare

Identificam salile Tn care sunt paznici

2. Lansam algoritmul de propagare a undei concomitent din toate salile cu
paznici

3. Dupa finalizarea propagadrii undei, verificam care este valoarea maximala in
tabloul de propagare... si afisdm cu 1 mai putin.

Structuri de date

Un tablou bidimensional pentru stocarea hértii: a [n] [m]

Un tablou bidimensional pentru modelarea cozii de parcurgere b[3]1 [ n*m]
(sau, mai comod, un tablou unidimensional de structuri care descriu zonele unitare
acoperite de lava)

struct cell{int x; int y; int d4d;} b[n*m];

(sau o lista alocata dinamic, un vector, etc)

Complexitate
Numarul de operatii efectuate este proportional:

1. Lacitire cu dimensiunile hartii. Complexitate asimptotica O(n * m)
2. Laetapa de propagare cu dimensiunile hartii. Complexitate asimptotica O(n * m)
3. Determinarea timpului constant. Complexitate asimptotica O(C)

Prin urmare, complexitatea algoritmului O(n * m) m), ceea ce permite rularea solutiei in conditiile impuse in
enunt.

Librarie

Categoria de teste 1

Pentru n=1, primul jucator va alege cartea cu scorul mai mare la prima mutare, iar jucatorului al doilea i va
reveni cartea cu scorul minim.

Pentru n=2, fiecele 4 carti [a, b, c, d].Primuljucator poate alege fie [a, b],fie [c, d],dupadcare
al doilea jucator va alege cartea cu scorul maxim din cele doua carti ramase, iar n final primului jucator 1i va
mai reveni cartea cu scorul minim. Putem analiza ambele alegeri initiale posibile ale primului jucator si afla
care este cea ce i ofera un scor mai mare.

Categoriile de teste 1, 2 si 3

Fie dp[1] [r] perechea de scoruri obtinute de cei doi jucatori, daca ei vor juca cu cartile de pe pozitiile de la
1 (inclusiv) pana la r (exclusiv). Daca definim m= (1+r) /2, adica m este mijlocul segmentului de la 1 la r,
atunci putem observa ca problema se reduce la cazul n=2, cu sirul
[dp[1] [m].first, dp[l] [m].second, dp[m][r].first, dp[m][r].second].

Astfel putem calcula toate valorile dp [1] [r] dupa formula din cazul precedent, obtinand o solutie O (N2),
care trece subtask-ul 2.
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Totusi Intr-un joc adevarat nu e posibil sa ajungem in orice interval (I, r), in realitate putem ajunge la doar
O (NlogNn) dinele: (O,N), (O,N/2), (N/2,N), (0,N/4), (N/4, N/2),..siasa maideparte.

Astfel calculand doar valorile dp pentru intervalele necesare obtinem o solutie O (NIogN) , care ia scor
maxim.



